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Einflihrung Differenzialrechnung

Beispiele:
(1) Ein Auto fahrt fiinf Sekunden lang mit konstanter Geschwindigkeit

Wertetabelle:

Jochen Weber

Zeit in Sekunden 0 1 2 3 4

Strecke in Meter 0 28 56 84 112

140

Graph (s-t-Diagramm):
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Berechnung der konstanten Geschwindigkeit:

zuriickgelegte Strecke 140m m
v= =V

vergangene Zeit 5sec sec
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Wertetabelle und Graph der Geschwindigkeit:

Jochen Weber

Zeit in Sekunden 0 1 2 3 4 5
Geschwindigkeit in 28 28 28 28 28 28
m/sec
A
v(t)
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Zusammenhang zwischen s-t-Diagramm und v-t-Diagramm:
Die Steigung im s-t-Diagramm entspricht dem Funktionswert im v-t-Diagramm.
(2) Ein Auto beschleunigt fiinf Sekunden lang
Wertetabelle:
Zeit in Sekunden 0 1 2 3 4 5
Strecke in Meter 0 2,8 11,2 25,2 44,8 70,0

Fur die Strecke s gilt: s(t) = 2,8t2
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Graph (s-t-Diagramm):

bsct)
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Berechnung der Durchschnittsgeschwindigkeit des Autos in den ersten

funf Sekunden:

zurlickgelegter Weg

Geschwindigkeit= -
vergangene Zeit

VZE: s(tz)—s(tl) _ 70-0 :E:Mﬂ
At t -t 5-0 5 sec

Bestimmen Sie nun die Durchschnittsgeschwindigkeit des Autos
a) innerhalb der ersten Sekunde

b) innerhalb der zweiten und dritten Sekunde

c) innerhalb der ersten und vierten Sekunde

s(t.)—s(t 2,8-0 2,8
a)VZE: (2) (1): 4 = ! :2’8£
At t -t 1-0 1 sec
s(t.)—s(t —
b)v:EZ (t,)—slt,) 252 112 _14_,, m
At t -t 3-2 1 sec
A s(t.)—s(t 44 8—-2 42
C)V=—S= (t,) (1): 8 '8:_:14£

At t -t 4-1 3 sec

Jochen Weber
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Die Durchschnittsgeschwindigkeit entspricht der Steigung der Sekante.

A
Das Steigungsdreieck ergibt sich aus I: und wird Differenzenquotient genannt.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit gentigt allerdings nicht immer unseren

Anforderungen. So stellt sich z.B. die Frage, ob man zum Zeitpunkt zwei Sekunden innerorts
bei einer Radarmessung geblitzt wird.

Wichtig hierbei ist die tatsdchliche Geschwindigkeit zum Zeitpunkt zwei Sekunden
(Momentangeschwindigkeit).

Bestimmung der Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt zwei Sekunden

mit Hilfe von Durchschnittsgeschwindigkeiten (s(t)=2,8t*):

Intervall Durchschnittsgeschwindigkeit
0-2 _
§:11,2 0:5,62
At 2-0 sec
2-4
As 44,8-11,2
As_448-112 o.M
At 4-2 sec
1,5-2 As 11,2-6,3
D5 _2f7P3 _gg M
At 2-1,5 sec
2-2,5
’ As 17,5-11,2
8s_175-112 ., o m
At 2,5-2 sec
1,9-2 As 11,2-10,1
As_11,2-10108 oo m
At 2-1,9 sec
2-2,1
§:12,348—11,2:11'48£
At 2,1-2 sec

Vermutung: Die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt 2 sec
betragt 11,2 m/sec.

i m
Schreibweise: s(2)=11,2—
sec

: A A B
allgemein: s(t,)= Iir<n Z: = Iir)n A—: (lokale Anderungsrate)

=1 =1,
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Berechnung der Momentangeschwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt
2 Sekunden mit Hilfe des Differenzialquotienten (s(t) = 2,8t2):

. : : : _s(t)—s(t,)
Als Differentialquotient bezeichnet man Ilmtit"

-t 0
Fiir eine Funktion f kann also die lokale Anderungsrate bei xo (Steigung in einem Punkt xo)

. Lo =)
mit dem Differenzialquotient lim—— 2 bestimmt werden.
X—X

0

X—)XO

Anndherung an den Zeitpunkt 2 Sekunden von links:

s(t)—s(2 2,8t>—2,8-27 2,8(t>—4
lim (t)=sf )=Iim =lim ( )=
t—2 t_ t—2 t_z t—2 t_

im2 22D o g+ 2)1=11,2

t—2 t—2

<

Annaherung an den Zeitpunkt 2 Sekunden von rechts:

t)—s(2 2,8t?—2,8-2% 2,8(t>—4
Iims() s ):Iim d 4 =lim—= ( ):
St=2 > t—2 S =2

t—2 t—2 t—2

nmgﬁﬂiizﬂiizlzngﬂ;8u+zn:113

t—2 t—2

m
Die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt 2 Sekunden betragt also 11,2 —.
sec

Jochen Weber
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Aufgaben:

1. Berechnen Sie die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt 3 Sekunden.

Anndherung an den Zeitpunkt 3 Sekunden von links:

t)—s(3 2,8t°—2,8-3° 2,8(t* -9

Iims( )=l )=Iim =Iim(7)=

t—3 t_3 t—3 t_3 t—3 t_3
2,8(t=3)(t+3) ..

Iimwzllm[Z,S(t+3)]:16,8

ti>3 t-3 t;3

Anndherung an den Zeitpunkt 3 Sekunden von rechts:

t)—s(3 2,8t°—2,8-3° 2,8(t>—9
Iims( )=s( )=Iim =Iim7( ):
t—3 t_3 t—3 t_3 t—3 t_3

im22 ) s+ 3)1=16,8

t—3 t—3

>

2. Berechnen Sie die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt to Sekunden.

Anndherung an den Zeitpunkt to Sekunden von links:
s(t)—s(t.) . 2,8t2-2,8t°  2,8(t’-t°)
& =lim & =|im————2—=

lim

t—<>t0 t— to t—<>t0 t- to t—<>t0 t- to
2,8(t—t )(t+t

lim (t=t)t+t,) =1im[2,8(t+t,)]=5,6t,

t—t, t_to =t

Anndherung an den Zeitpunkt to Sekunden von rechts:
s(t)—s(t.)  2,8t2-2,8t°  2,8(t’-t7)
m O =lim 0 =|im——2—=

t—>)t0 t - tO t:)to t - tO t:)to t - tO
] 2,8(t—t0)(t+to) ]

lim =I|m[2,8(t+to)]=5,6to
ot t-t, tt,

3. Zeichnen Sie den Graphen der Momentangeschwindigkeit in das Koordinatensystem ein.

4, ®
30t
251
20T
151

10T

\ A

Jochen Weber
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Regel fiir die Berechnung der Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt to aus der
Ausgangsfunktion (Weg-Zeit-Funktion):

Wir wissen bereits:

Weg-Zeit-Funktion: s(t)=2,8t>

ds(t
= Momentangeschwindigkeit: v(t)=% =5,6t=2,8-2t

Folgerung:
Weg-Zeit-Funktion s(t) Momentangeschwindigkeit v(t)
s(t)=28t
v(t)= ds(t) =28
dt
— . 3
s(t)=1,5-t V(t):ds_(t):1'5.3t2:4,5t2
dt
_ 2
s(t)=1,7t V(t):ds—(t):l,7-2t:3,4t
dt
_ 4
s(t)=2,5t \,(t):d‘c’_(t):z,s-4t3 =10t>
dt
Allgemein gilt:
ds(t
stt)=a-t" = v(t)= W _gq0.pr

dt
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Differenzierbarkeit von Funktionen

Definition:

Eine Funktion f heiRt differenzierbar, wenn zu jedem Punkt P(xo/f(xo0)) des Graphen die

f(x)—f(x
Steigung m= IimM
ox X=X,

(Differenzialquotient) existiert.

Aufgabe:

x fur x=0
Zeigen Sie, dass die Betragsfunktion f mit f(x):‘x‘ = . 0 an der
-x fiur x<

Stelle x = 0 nicht differenzierbar ist.

“[nf(x)—f(O) =Ii[n_x_0 :Ii[n(—l):—l
x—0 X—O x—0 X x—0

jim X =0 :Iifnx_o =lim(1)=1

x—>>0 X—O x—0 x—0

= Man kann an den Graphen bei x = 0 keine eindeutige Tangente anlegen
= f ist bei x = 0 nicht differenzierbar

Graph:

\ Ae

Folgerung:

Ist eine Funktion an einer Stelle xo nicht differenzierbar, so macht sich dies am Graphen als
,Knick” bemerkbar.
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Umgekehrt kann man die zurlickgelegte Strecke aus dem v-t-Diagramm ablesen.

(1) Ein Auto fahrt fiinf Sekunden lang mit der konstanten Geschwindigkeit von
28 m/sec:

Graph (v-t-Diagramm):

4 v(t)
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Uberlegen Sie, welche Strecke das Auto in den ersten fiinf Sekunden zuriicklegt und
kennzeichnen Sie im v-t-Diagramm, wo man die Strecke im v-t-Diagramm ,,sieht”.

In einer Sekunde legt das Auto 28m zurlick, also legt das Auto in flinf Sekunden eine Strecke
von 28-5=140m zuriick.

Folgerung:

Die Strecke kann im v-t-Diagramm also als Rechtecksflache veranschaulicht
werden.
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(2) Ein Auto beschleunigt funf Sekunden lang (s(t) = 2,8t?):
Graph (v-t-Diagramm): v(t) = 5,6t

IR0
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Uberlegen Sie, welche Strecke das Auto in den ersten fiinf Sekunden zuriicklegt und
kennzeichnen Sie im v-t-Diagramm, wo man die Strecke im v-t-Diagramm ,,sieht”.

Folgerung:

Die zuriickgelegte Strecke des Autos kann im v-t-Diagramm wieder als Flache unterhalb des
Graphen von v(t) veranschaulicht werden Dreiecksflache).
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Berechnung der zuriickgelegten Strecke:

1 1
A==.g-h==.5.28=70m
2 2

Zur Kontrolle: s(5)=2,8-5*=70m

Berechnung der zuriickgelegten Strecke allgemein in Abhangigkeit von t:

1 1
A==-t-v(t)==-t-5,6t=2,8t’
2 2

Damit gilt also: s(t) = 2,8t?

Ergebnis:

Die Flache ,,unter der Kurve“ von v(t) = 5,6t lasst sich mit der Formel
s(t) = 2,8t berechnen, deren Ableitung wieder den Term v(t) ergibt.
Die Funktion s(t) nennt man auch Stammfunktion zur Funktion v(t).

Schreibweise: s(t)zjv(t)dt

Berechnung der Strecke in den ersten finf Sekunden mit Hilfe der Stammfunktion:

5 5
5
s(t)= jv(t)dtz j5,6t dt =[2,8t2]0 —2,8.52-2,8.0°=70—0=70m
0 0
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Anwendung: Berechnung der Fliche unter der Normalparabel f(x) = x*:

\ Ao

Berechnung der Flache unterhalb der Normalparabel im Bereich 0 und 3:

3 3
1 1.1
A:szdx:[—xa} =§-33—§-o3=9—0=9FE



